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乱流は時間的空間的に複雑かつ不規則に変動するものであるので, その性質を議論する際には統計

法則を考える. 乱流の統計法則で有名なものの一つは Kolmogorov(1941)(7) による 3次元一様等方

性乱流のエネルギースペクトルの k−5/3 則であろう. 波数 k に対して k−5/3 の形に依存するスペク

トルは様々な流れで観測されており, 乱流の普遍的特徴の一つである. 一方, 気象衛星の画像を見る

と, 雲によって可視化された中・高緯度の大気の流れも非常に乱れていて乱流状態であることが推測

されるが, このような流れに普遍的統計法則が存在するのか, といったことに自然と興味が湧く.

Nastrom and Gage (1985)(12) は GASPデータセット*1 の東西風速，南北風速，温位*2のスペク

トル解析の結果を報告している. 彼らは, これらの物理量の水平波数エネルギースペクトルは約 2km

から 1000 kmのスケールまでほぼ同じ形をとること，2 kmから 300 ∼ 400 km (メソスケール) では

スペクトルは水平波数 k の −5/3 乗に比例する形を持つこと，さらに 1000 から 3000 km （総観ス

ケール）ではスペクトルは k−3 に比例する形を持つことを示した（図 1参照）. スペクトルのこの

ような特徴は，季節，緯度，対流圏や成層圏における高度に依存しない. 総観スケールにおける k−3

とメソスケールにおける k−5/3 のエネルギースペクトルは，他の観測データ (例えば, Burguess et

al. 2013(2))や大気大循環モデル (例えば, Koshyk and Hamilton 2001(8)) でシミュレートされた場

の解析においても示されている. そこで，このスペクトル形状は地球大気の運動の普遍的特徴の一つ

と考えられており，しばしば Nastrom-Gage スペクトル (以下, NG スペクトルと略記する)と呼ば

れる.

Nastromand Gage (1985)(12) の研究以降, NGスペクトルの形成過程を 2次元乱流や準 2次元の

乱流（地衡流乱流）の枠組みで説明する試みが行われてきた. 2次元 Navier-Stokes方程式に従う強

制散逸乱流（以降, 2次元 NS乱流と参照する）において二つの慣性領域, エネルギー慣性領域とエン

ストロフィー慣性領域, が共存することはよく知られている.(1), (9), (10) エネルギー慣性領域は, 系を

強制する波数帯（強制波数帯）よりも低波数側に形成される. この領域のエネルギースペクトルは波

数 k に対して k−5/3 の関数形に依存し, エネルギーは低波数側に輸送される. それに対して, エンス

トロフィー慣性領域は強制波数帯よりも高波数側に形成される. エンストロフィー慣性領域ではエネ
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*1 GASPは Global Atmospheric Sampling Program の略称で, アメリカ航空宇宙局 (NASA)によって行われたプロ
ジェクトである. このデータセットは 1975年から 1979年の期間, 定期運航する商用航空機によって観測された対流圏
界面付近 (9∼14キロメートルの高度)の大気微量成分や気象学的物理量のデータセットである. データはすべての季節
を含み, 幅広い緯度・経度をカバーしている.

*2 高さと共に圧力が減少する効果を考慮した温度.
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図 1 Nastrom and Gage(1985)(12) によって示された地球大気のエネルギースペクトル.

ルギースペクトルは k−3 に比例し, エンストロフィーが高波数側に輸送される（図 2参照）. これら

の性質は, 運動エネルギーとエンストロフィーが系の非粘性保存量であることに因っている. 地球大826 VOLUME 60J O U R N A L O F T H E A T M O S P H E R I C S C I E N C E S

FIG. 2. Schematic diagrams of energy spectrum, injection, dissi-
pation, and fluxes vs wavenumber: (a) traditional 2D turbulence think-
ing, (b) Lilly’s (1989) proposal, and (c) our proposal. See text for
details.

turbulence, involving a downscale energy flux, and by
Kraichnan (1967) for 2D homogeneous isotropic tur-
bulence on the large-scale side of energy injection, in-
volving an upscale energy flux (see Fig. 2a). Frisch
(1995) found it ‘‘paradoxical’’ that in the observed spec-
trum the k25/3 part occurs on the short-wave side of the
k23 part of the spectrum, in contrast to the prediction
of Kraichnan (1967).

Three-dimensional turbulence arguments for the k25/3

spectrum rely on an assumption of isotropy in three
dimensions, which is not applicable to the atmospheric
mesoscales, where horizontal dimensions are much larg-
er than the vertical dimension (except at horizontal
scales of a few kilometers). It is possible that motion
in the mesoscales might be isotropic in the horizontal
dimensions, allowing for the possibility of 2D turbu-
lence. Yet, because of the property of upscale energy
cascade, 2D theories require a large energy source at
the short-wave end of the spectrum, strong enough to
pump energy upscale through several decades of scales
(as in Fig. 2b). While sufficient energy can probably be
provided by thunderstorms in the form of stratified tur-
bulence or gravity waves (Lilly 1983), it is not clear
that forcing at the short-wave end of the spectrum in
the microscales, which are 3D, would not simply cas-
cade energy into still shorter scales, as in 3D turbulence.
Furthermore, even if a small portion of the energy (ap-
proximately 2%) could somehow escape into 2D tur-

bulence (Smith et al. 1996) and subsequently move up-
scale (Vallis et al. 1997), there have been problems in
simulating the spectrum with two energy sources.

First, there is the question of a sink (Larsen et al.
1982) for such an upscale energy flux in the transition
region of 600–1000 km. Lilly (1989) suggested that
there was probably no need for a sink for the energy
cascading up from forcing at the smaller scales and for
the enstrophy flux cascading down from forcing at the
large scales, but numerical simulations of 2D turbulence
by Maltrud and Vallis (1991) with forcing at both ends
of the spectrum produced a slope steeper than k23 on
the long-wave side of the transition region. (Of course,
this artifact may be unrelated to forcing at the small
scales.) Also, the transition region itself was found to
be more abrupt in the numerical result using two energy
sources than in atmospheric data. Borue (1994) found,
in 2D numerical simulations with a small-scale force,
that with longer runs the energy spectrum in the inverse
energy cascading range deviates strongly from the 25/3
slope and becomes closer to 23. According to the au-
thor, this was due to the emergence of coherent vortices
at all scales, although the problem may simply be due
to resolution. Most importantly, Gage and Nastrom
(1986) pointed out that the ‘‘remarkable degree of uni-
versality’’ in spectral amplitude and spectral shape over
the entire range of wavelengths encompassing both the
k23 and the k25/3 parts of the spectrum is ‘‘hard to ex-

図 2 2次元 NS乱流における波数空間内のエネルギースペクトル, およびエネルギーとエンスト

ロフィーの流れの概念図 (Tung and Orlando (2003)(15) より転載).

気では, 傾圧不安定によって数千キロメートルの擾乱が発生することから, このスケールが地球大気

の流れの強制スケールの一つと見做されている. そこで, NGスペクトルにおける k−3 スペクトルは

2 次元 NS 乱流のエンストロフィー慣性領域スペクトルと類似のものと認識されている (Lindborg,

1999(11)).

NGスペクトルの k−5/3 スペクトルの形成には, 重力波が重要な役割を果たしていることが多くの

研究で指摘されている（例えば, Koshyk and Hamilton 2001,(8) Hamilton et al. 2008(6)）. 一方,

Tung and Orlando (2003)(15)（以下, TO03と略記する）では, 重力波が濾過された系である 2層準

地衡流渦位方程式の数値実験によって NGスペクトルと類似な k−3 と k−5/3 スペクトルの共存を再

現し（図 3参照）, k−5/3 スペクトルの形成メカニズム（図 4参照）を提唱している.

準地衡流渦位方程式は, 地球大気・海洋の大規模な循環を記述するモデル方程式の一つである. そ
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FIG. 3. Dimensional energy density vs wavelength for two 107-km
runs: averaged over days 231–347 (thick solid curve) and over days
347–463 (thick dashed curve). Thin solid line has slope 25/3. Thin
dashed line indicates 23 slope. Vertical lines are at m 5 3 (8580
km), m 5 13 (1980 km), and m 5 40 (643 km).

TABLE 1. Approximate magnitudes of spectral energy density at
various wavelengths from observations of Nastrom and Gage (1985)
(Fig. 1 here) and from our QG model simulations (Fig. 3).

Zonal
wavelength

(km)

Energy density (m3 s2)

Observed Simulated

2000
1000

100

1.8 – 2.0 3 107

2.5 – 2.6 3 106

3.3 – 3.5 3 104

1.0 3 107

1.0 3 106

1.0 3 104

FIG. 4. Same as in Fig. 3 except for various resolutions: 214 km
(long dashed), 184 km (dot–dashed), and 129 km (dotted).

from this, the spectrum has reached statistical equilib-
rium. As in the observed spectrum, the subsynoptic
scales follow roughly a k23 shape until about 800 km.
Then there is a gradual transition to a k25/3 slope from
800 to 600 km. Note that the synoptic scales are not in
the so-called inertial subrange because there is energy
injection from the mean flow at these scales; the fact
that their spectrum lies slightly above the 23 slope is
explainable using the theory of nonlinear baroclinic ad-
justment (Welch and Tung 1998b).

The magnitudes of our energy spectrum compare well
with Nastrom and Gage (1985). Table 1 compares the
total energy density at various wavelengths from obser-
vations (Fig. 1, multiplying the temperature variance by
(g/NTo)2, summing all three components and then divid-
ing by 2; see section 2) with results from our model
simulation in Fig. 3. At synoptic, subsynoptic, and me-
soscales, our simulated energy density has the correct
order of magnitude as the observed data, although slightly
smaller. The slight—on a log scale—deficiency probably
comes from the model available potential energy due to
the well-known artifact of the two-level model at large
horizontal wavenumbers (Merilees and Warn 1972). Thus
our two-level QG model can reproduce the magnitudes,
slopes, and transition wavelengths of the observations.

We show in Fig. 4 the numerical energy spectra for
runs with resolution of 214, 184, and 129 km. This is
less of a test of numerical convergence than of the effect
of different subgrid hyperdiffusion rates. In all the cases
shown, the coefficient of the subgrid hyperdiffusion is
chosen such that the effective damping rate is 10 times
that of Ekman friction at the last resolved scale. Thus
as resolution increases, the effective small-scale dissi-
pation rate decreases since the energy level at the last
resolved scale is smaller for higher resolution. We note

first that the k23 and k25/3 slopes are robust, and are
therefore probably not artifacts of numerical truncation.
Even for a lower resolution of 322 km (not shown), the
presence of the k23 and k25/3 ranges is clearly demon-
strated. Second, we note that as the dissipation rate is
reduced—as the resolution is increased—the k25/3 por-
tion moves to a lower energy level. This is consistent
with the Kolmogorov scaling for the energy spectrum
associated with a downscale energy flux e

2/3 25/3E(k) 5 Ce k , (3.1)

where C is a universal constant. The downscale energy
flux e is equal to eD, the rate of energy dissipation at
the small scales. Thus as eD is reduced, the energy level
is lowered. As a consequence, the break in the slope
between the 23 part of the spectrum and the 25/3 part
shifts slightly to a larger wavenumber. This will be dis-
cussed more in section 4e.

The large-scale low-frequency variability seen in Fig.
3, which exists for runs with the same resolution, is also
seen in Fig. 4 at the planetary scales. It should not be
taken as a problem with numerical convergence.

4. Physical interpretation and diagnostics

Energy diagnostics for the 129-km resolution run are
given in Fig. 5. The top panel shows the components

図 3 Tung and Orlando(2003)(15) によって示された 2 層準地衡流渦位方程式の数値実験から

得られたエネルギースペクトル.

れは, 非圧縮条件を課した 2次元 NS方程式から導かれる渦度方程式と似た形を持っている. そこで,

準地衡流渦位方程式に従う乱流（以降, 地衡流乱流と参照する）は 2次元 NS乱流の一般化の一つと

みなされ, 物理学的興味, 地球物理学的興味から研究されてきた. 準地衡流渦位方程式は二つの非粘

性保存量, 全エネルギー*3とポテンシャルエンストロフィー*4, を持つので, 地衡流乱流の波数空間内

の力学は, 2次元 NS乱流のそれと似ていると信じられてきた.(3) しかしながら TO03は, 密度成層

と傾圧性を考慮したもっとも簡単な準地衡流系である 2層準地衡流渦位方程式の数値実験において,

NSスペクトルと類似なエネルギースぺクトルを得たのである. TO03により提唱された k−5/3 スペ

クトルの形成メカニズム（以下, TOメカニズムと参照する）は, 強制波数帯から高波数側へのエネル

ギーの輸送と, それに伴うエネルギー慣性領域の形成が特徴である.

TOメカニズムは 2次元 NS乱流の性質の一般化としても, その地球物理学的応用としても興味深

い. しかしながら, TOメカニズムの正当性は論争になっている.(13), (14) 興味深いことに, TO03以

外, 2層準地衡流渦位方程式の数値実験で NG スペクトルを再現した研究は未だない. さらに, TOメ

カニズムが発現するための数学的な関係式（Danilov不等式）は近年理論的に活発に研究されている
(4)(5) にもかかわらず, 数値実験によって Danilov不等式の成否について調べた研究もない. このよ

うな背景のもと, 本講演では 2層準地衡流渦位方程式の数値実験によって, NGスペクトルの再現お

よびその形成メカニズムに必要な Danilov 不等式の成否に関する研究 (16) を紹介する.
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FIG. 2. Schematic diagrams of energy spectrum, injection, dissi-
pation, and fluxes vs wavenumber: (a) traditional 2D turbulence think-
ing, (b) Lilly’s (1989) proposal, and (c) our proposal. See text for
details.
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First, there is the question of a sink (Larsen et al.
1982) for such an upscale energy flux in the transition
region of 600–1000 km. Lilly (1989) suggested that
there was probably no need for a sink for the energy
cascading up from forcing at the smaller scales and for
the enstrophy flux cascading down from forcing at the
large scales, but numerical simulations of 2D turbulence
by Maltrud and Vallis (1991) with forcing at both ends
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図 4 2層準地衡流渦位方程式の数値実験によって得られるエネルギースペクトル, および全エネ

ルギーとポテンシャルエンストロフィーの流れの概念図 (Tung and Orlando (2003)(15) より転

載).
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